MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B, C a P
61. ROCNIK, 2011/2012
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiadé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P pofadame praveé pro vas.
Kategorie A je uréena zakium maturitnich a pfedmaturitnich ro¢nik,
kategorie B zakam, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zaktm, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zakim vsech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka:

Piedpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2011/2012 A
2012/2013 A
2013/2014 B
2014/2015 C

Zéci nizsich roénikfi viceletjch gymnézii soutézi v MO spoleéné s zaky
zékladnich skol v kategoriich 76 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéze v kategoriich A, B, C: V kategorii A probiha soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a ustfednim), v kategoriich B a C probihd
ve dvou kolech (Skolnim a krajském).

Skolni kolo mé dvé ¢asti — domaci a klauzurni. V domaci €asti na vas
¢eka Sest loh, které najdete v tomto letdku. Jejich FeSeni (ne nutné viech)
odevzdejte svému uciteli matematiky do 28. listopadu 2011 (kategorie A)
a do 16. ledna 2012 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle stupnice
1 — vyborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere, vysvétli
vam pripadné nedostatky a seznami vas se spravnym fesenim, které také
najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vase feseni ales-
pon ¢tyf tloh ohodnocena jako vyborna nebo dobra, budete pozvani do
klauzurni €asti skolniho kola. Tam budete ve stanoveném ¢ase samostatné
fesit dalsi tfi dalohy.

Nejlepsi tcastnici skolniho kola budou pozvéani do krajského kola. Tam
budou béhem ¢tyf hodin samostatné fesit ¢tyfi tlohy. Podle rozhodnuti



Ustfedni komise MO z bfezna 2011 nebudou od $kolniho roku 2011/2012
v klauzurnich kolech MO povoleny kalkulacky, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomiicky. O poradi v krajskych kolech soutéze rozhoduje sou-
¢et bodu ziskanych za jednotlivé tlohy, a to 0 az 6 boda za kazdou z nich.
Pokud prvnich n zakt dosdhne stejného poctu bodt, je jejich poradi ozna-
¢eno shodné 1.—n. mistem. Podobné se uréi poradi na dalsich mistech.
Z4dna jina kritéria nejsou piipustna.

V kategorii A budou jesté nejlepsi fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v ustfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéZe lze pouZivat pouze
psaci a rysovaci potfeby. Pravé pro ni se z vitézu ustfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve Skolnim kole fesite jen ¢tyfi tlohy
uvedené v tomto letaku spolu s pokyny, jak mate nalozit s feSenimi, ktera
nebudete odevzdavat ve skole.

V kategorii P se nekoné klauzurni ¢ast skolniho kola, takze tspésni
fesitelé domacich tloh budou pozvani pfimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P kon4 tustFedni kolo, jehoZ vitézové se
zudastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Terminy soutéznich kol 61. ro¢niku MO jsou stanoveny takto:

I. kolo IT. kolo ITI. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (Gstiedni)
Kategorie A 6.12. 2011 17.1. 2012 25.3.-28.3. 2012
Kategorie B, C 26.1. 2012 17.4. 2012 —
Kategorie P — 24.1. 2012  28.3.-31.3. 2012

MO poiadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a teélovychovy CR, Jednota
Ceskijch matematikis o fyziki a Matematicky ustav Akademie véd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO a v krajich ji ¥idi kraj-
ské komise MO pii pobockach JCMF. Na jednotlivych skolach ji zajistuji
povéfeni ucitelé matematiky, na které se muzete s otazkami kolem MO
kdykoli obracet.

Reseni sout&Znich tloh vypracujte &iteln& na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Smutny

2. D, gymnézium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
B-I-4

Posledni idaj je oznaceni tlohy podle tohoto letdku. Znéni tloh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vdm FeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o¢islujte stranky. ReSeni
piSte jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné Gvahy tak,
aby bylo mozZno sledovat vas myslenkovy postup.



Kategorie A

. Oznaéme n soucet vSech desetimistnych ¢isel, kterd maji ve svém de-
kadickém zapise kazdou z ¢islic 0,1,...,9. Zjistéte zbytek po déleni
¢isla n sedmdeséti sedmi. (Pavel Novotng)

. Na setkani bylo nékolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, méli mezi ostat-
nimi p¥itomnymi pravé dva spoleéné znamé. Ucastnici A a B se znali,
ale neméli ani jednoho spoleéného znamého. Dokazte, Ze A i B méli
mezi pritomnymi stejny pocet znamych. Ukazte rovnéz, ze na setkani
mohlo byt praveé Sest osob. ( Vojtech Badlint)

rovnoramenného trojthelniku, ktery neni rovnostranny.

a) Dokazte, Ze bod S je vnitfnim bodem tsecky T'V.

b) Urcete pomér délek stran daného trojihelniku, je-li bod S stiedem
usecky T'V. (Jaromir Simsa)

. Necht p, ¢ jsou dvé rtizna prvocisla, m, n pfirozend ¢isla a soudet
mp—1 ng-—1
p " q
q p

je celé ¢islo. Dokazte, ze plati nerovnost

m o n
—+-—-—>1
q9 p

(Jaromir Simsa)

. Jsou dany dvé shodné kruznice ki, ky o poloméru rovném vzdalenosti
jejich stfedua. Jejich pruseciky ozna¢me A a B. Na kruznici ks zvolme
bod C tak, ze Gsecka BC' protne kruznici k1 v bodé rizném od B, ktery
oznac¢ime L. Pfimka AC protne kruznici k; v bodé rizném od A, ktery
oznacime K. Dokazte, Ze pfimka, na niz lezi téZnice z vrcholu C' troj-
uhelniku K LC', prochéazi pevnym bodem nezévislym na poloze bodu C.

(Tomas Jurik)

. Najdéte nejvétsi realné cislo k takové, ze nerovnost

2(a? + kab + b?)
(k+2)(a+b) Z Vab

plati pro vSechny dvojice kladnych redlnych ¢isel a, b.  (Jdn Mazdk)



Kategorie B

. Mezi v8emi desetimistnymi ¢isly délitelnymi jedenécti, v nichz se zadna
¢islice neopakuje, najdéte nejmensi a nejvetsi. (Jaroslav Zhouf)

. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem p#i vrcholu C,
jehoz obsah oznadme P. Necht F je pata vySky z vrcholu C na pre-
ponu AB. Na kolmicich k pfimce AB, které prochézeji vrcholy A a B,
v poloroviné opacné k poloroviné ABC' uvazujme po fadé body D a F,
pro néz plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Obsah trojihelniku DEF
oznacme Q. Dokazte, ze plati P 2 @, a zjistéte, kdy nastane rovnost.

(Jaroslav Svrcek)

. Najdéte vsechny dvojice redlnych cisel x, y, které vyhovuji soustave
rovnic

y-lz] =8
(Zapis |a] znadi dolni celou ¢édst Cisla a, tj. nejvétsi celé ¢islo, které
neprevysuje a.) (Pavel Novotny)

. Jsou dany dveé ruznobézky a, ¢ prochazejici bodem P a bod B, ktery
na nich nelezi. Sestrojte pravouhelnik ABCD s vrcholy A, C' a D po
fadé na pfimkach a, c a PB. (Jaromir Simsa)

. V jistém mésté maji vybudovanou sit na Sifeni pomluv, v niz si kazdy

pomlouvaé vymeéiiuje informace se tfemi pomlouvackami a kazda po-

mlouvacka si vymeénuje informace se tfemi pomlouvaci. Jinak se po-
mluvy nesiii.

a) Dokazte, Ze pomlouva¢l a pomlouvacek je stejny pocet.

b) Pfedpokladejme, Ze sif na pomlouvani je souvisla (pomluvy od libo-
volného pomlouvace a libovolné pomlouvacky se mohou dostat ke
vSem ostatnim). DokaZte, Ze i kdyZ jeden pomlouvaé zemfe, zlistane
sit souvisla. (Jdan Mazak)

. Anna a Bedfich hraji karetni hru. Kazdy z nich mé pét karet s hod-
notami 1 a7 5 (od kazdé jednu). V kazdém z péti kol oba vylozi jednu
¢isly neziskd bod nikdo. Pouzité karty se do hry nevraceji. Kdo ziska
na konci vice bodti, vyhral. Kolik procent ze vSech moznych pribéhu
takové hry skonéi vyhrou Anny? (Tomas Jurik)



Kategorie C

. Najdéte vechny trojéleny p(z) = ax? + bx + ¢, které davaji pti déleni
dvojclenem x+1 zbytek 2, pri déleni dvojclenem x+2 zbytek 1, pricemz
p(1) = 61. (Jaromir Simsa)

. Délky stran trojihelniku jsou v metrech vyjadieny celymi ¢isly. Urcete
je, méa-li trojuhelnik obvod 72m a je-li nejdelsi strana trojihelniku
rozdélena bodem dotyku vepsané kruznice v poméru 3 : 4.

(Pavel Leischner)

. Najdéte vSechny trojice prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro néz plati mnozi-
nova rovnost

{(a,b), (a,c), (b,¢), [a,b], [a, ], [b,c]} = {2,3,5,60,90, 180},

kde (z,y) a [z,y] znadi po fadé nejvétsi spoleény délitel a nejmensi
spole¢ny nasobek &isel = a y. (Tomas Jurik)

. Reéalna ¢isla a, b, ¢, d vyhovuji rovnici ab + bc + c¢d 4+ da = 16.
a) Dokazte, ze mezi ¢isly a, b, ¢, d se najdou dvé se souctem nejvyse 4.
b) Jakou nejmensi hodnotu mtize mit souet a? + b? + 2 + d*?

(Jdan Mazak)

. Je dan rovnoramenny trojthelnik se zakladnou délky a a rameny
délky b. Pomoci nich vyjadrete polomér R kruznice opsané a polomeér r
kruznice vepsané tomuto trojuhelniku. Pak ukazte, ze plati R = 2r,
a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Leo Bocek)

. Na hraci desce n x n tvofené bilymi ¢tvercovymi poli se Markéta a Te-
reza stfidaji v tazich jednim kamenem pf¥i nasledujici hie. Nejprve Mar-
kéta umisti kdmen na libovolné pole a toto pole obarvi modre. Déle
vzdy hracka, ktera je na tahu, provede s kamenem skok na pole, které
je dosud bilé, a toto pole obarvi modie. Pfitom skokem rozumime ob-
vykly tah Sachovym jezdcem, tj. presun kamene o dvé pole svisle nebo
vodorovné a soucasné o jedno pole v druhém sméru. Hracka, ktera je
na fadé a jiz nemuze tdhnout, prohrava. Postupné pro n = 4,5, 6 roz-
hodnéte, kterd z hracek mtize hrat tak, ze vyhraje nezavisle na tazich
druhé hrécky. (Pavel Caldbek)






KATEGORIE P

Ulohy P-1-1 a P-1-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvofit a odla-
dit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou tloh ode-
vzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pristupné na strance http:
//mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdand feseni budou
automaticky vyhodnocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni
se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziska plny pocet bodu, miizete
své Teseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-1-3 a P-I-4 jsou teoretické, vasim tikolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. Reseni tlohy se sklddd z popisu navrzeného algoritmu, zdi-
vodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu Gasové a pamétové slozitosti. Soucésti
feSeni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokdédu v tloze P-1-3
a vysledny zlomkovy program v tloze P-I-4. ReSeni téchto dvou uloh odevzdavejte
ve formé souboru typu PDF pies vySe uvedené webové rozhrani.

Reseni vech tiloh mizete odevzdavat do 15. listopadu 2011. Opravena Fe$eni tloh
a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady na
adrese hitp://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Bezpecna planeta
Ve vesmiru existuji t¥i typy planet:
> typ 0: neobyvatelné planety, na nichz ¢lovék okamzité zahyne,
> typ 1: nehostinné planety, na nichz ¢lovék muze chvili pfezit, ale ne-
miize tam zit dlouhodobé,
> typ 2: privéetivé planety, na nichz ¢lovék mize zit dlouhodobé.

Mezi jednotlivymi planetami cestujeme vesmirem pomoci jednosmer-
nych teleporti.

Planetu nazveme bezpecnou, jestlize je privétiva a zaroven jsou priveé-
tivé také vsechny planety, na které se z ni miizeme dostat pomoci teleporti
(t¥eba i nékolika po sobé). Pokud tedy vysadite ¢lovéka na bezpeéné pla-
neté, mate jistotu, ze mize spokojené zit vsude, kam z ni docestuje.

Planetu oznacime jako snesitelnou, jestlize sice neni bezpecna, ale mi-
Zeme se z ni pomoci teleportii (tfeba i nékolika po sobé) dostat na bez-
pecnou planetu, aniz abychom museli cestou navstivit néjakou neobyva-
telnou planetu. Pokud tedy vysadite ¢lovéka na snesitelné planeté a date
mu vhodné instrukce, jak ma cestovat, po Case dorazi zivy a zdravy na
néjakou bezpec¢nou planetu. VSimnéte si, ze Zadna neobyvatelna planeta
nemuze byt snesitelna.

SoutéZni dloha. Je dan pocet planet n, pocet teleporti m, pro kazdou
planetu jeji typ a pro kazdy teleport odkud kam vede. Urcete vSechny
bezpecné a vSechny snesitelné planety.

Formadt vstupu: Prvni fddek standardniho vstupu obsahuje dvé cela
¢isla n (pocet planet) a m (pocet teleportit). VSechny planety si o¢islujeme
od 1 do n. Druhy fadek vstupu obsahuje n mezerami oddélenych celych
¢isel z mnoziny {0, 1,2} — postupné pro kazdé i je to typ planety ¢islo i.
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Zbytek vstupu tvori m Fadku, z nichz kazdy popisuje jeden teleport. Popis
teleportu je tvoren dvéma ¢isly planet — odkud a kam tento teleport vede.

Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 5 bodi, bude 1 < n < 500
a0=<m <10000.

V ostatnich vstupech bude 1 < n < 100000 a 0 < m < 200 000.

Formadt vystupu: Program vypiSe na standardni vystup dva radky.
Prvni z nich zacind fetézcem ,bezpecne:“ a za nim néasleduje posloup-
nost ¢isel véech bezpeénych planet. Cisla planet vypiste v rostoucim potadi
a pred kazdym z nich vypiste jednu mezeru. Druhy fadek vystupu zacina
fetézcem ,snesitelne:“, za kterym nasleduje posloupnost ¢isel vSech sne-
sitelnych planet ve stejném forméatu, jako na prvnim fadku. Je-li néktera
z posloupnosti prazdna, pak bezprostiedné za dvojteckou bude nasledovat
konec tadku.

Priklad:
Vstup Vystup:
8 bezpecne: 3 4 5
22220 snesitelne: 1 2

~NOoON O WNR, NN
DN WO WwN -

P-I-2 NaloZena lod’

Na planety, které jesté nemaji vybudovany teleportové terminaly, létaji
meziplanetarni kosmické lodé s lidskou posaddkou. A ta potiebuje jist. Vasi
tlohou bude presné naplnit cely potravinovy nakladni prostor kosmické
lodé balicky s jidlem.

Problém spociva v tom, Ze balicky s jidlem se pfipravuji na Zemi,
zatimco lod ¢eka na ob&zné dréaze. Balicky je pak tieba dopravit ze Zemé
na kosmickou lod. Vezme se vzdy nékolik balick®, naloZi se do dopravni
kapsle, ta se vystreli ze Zemé na obéznou drahu a tam uz si ji posadka
lodé odchyti.

Existuje n typa dopravnich kapsli. Kapsle i-tého typu méa kapacitu
presné a; balickd. Nevejde se do ni vice balickti, ale zaroven jich nesmi byt
ani méné kvili spravnému vyvazeni a doletu. Mame k dispozici dostateéné
mnozstvi kapsli vSech typu.
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Souté’ni tloha. Napiste program, ktery na zékladé zadanych typt
kapsli a jejich kapacit spocita nejmensi mozny pocet kapsli potfebny k upl-
nému naloZeni kosmické lodé. Soucet kapacit pouzitych kapsli musi tedy
byt presné roven kapacité k nakladniho prostoru lodé.

Formdt vstupu: Prvni fadek standardniho vstupu obsahuje jedno celé
¢islo n — pocet typu kapsli. Druhy fadek obsahuje n celych ¢isel ay, ..., ay
oddélenych mezerami — kapacity kapsli jednotlivych typa. Treti fadek
obsahuje jedno celé ¢islo k — kapacitu nakladniho prostoru lodé.

Miuzete pfedpokladat, ze a1 < ... < a,, a Zze a1 = 1 (tedy vzdy existuje
zpusob, jak lze pfesné celou lod nalozit).

> Ve vstupech za 3 body bude platit n < 5, a,, £ 2000 a k < 30.
> Ve vstupech za dal$i 4 body bude platit n < 30, a, < 2000 a k
< 1000 000.
> Ve vstupech za zbyvajici 3 body bude platit n < 30, a,, < 2000 a k
<10'8.
Vsimnéte si, ze pro ulozeni hodnoty k musite pouzit 64-bitovou promén-
nou: long long v C/C++, int64 v Pascalu.

A

A

Formadt vystupu: Na prvni fadek standardniho vystupu program vypise
nejmensi pocet kapsli potfebny k pfesnému nalozeni nasi kosmické lodé.

Na druhy radek vypiSe jedno libovolné feseni, které vyuziva tento pocet
kapsli. Réddek bude obsahovat n celych &isel by, ..., b, oddélenych meze-
rami, pricemz b; udava pocet pouzitych kapsli velikosti a;.

Priklady:

Vstup: Vystup:
4 12

1 10 100 1000 7410
147

Pouzijeme jednu kapsli s kapacitou 100, ¢tyti kapsle s kapacitou 10 a sedm
kapsli s kapacitou 1. To je cekem 1+ 4 4+ 7 = 12 kapsli.

Vstup: Vystup:
3 2

18 10 020
16

Optimalni feseni vyuziva dvé kapsle s kapacitou 8.

P-1-3 Skladnik

Ignac byl skladnikem. Pil alkohol, sprosté nadaval a v pracovni dobé
vétsinou spal. Neni divu, Ze mu $éf uz dlouhé 1éta vyhrozoval, Ze ho nahradi
poéitacem. Az jednoho dne ta chvile opravdu nastala. Séf koupil poéitac,
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posadil ho na vratnici skladu a Ignace propustil. Tim dosahl presné stej-
ného stavu jako dosud, jenom pocitac¢i uz nemusel platit zdAdnou mzdu.

Netrvalo dlouho a $éf si uvédomil, Ze pocita¢ dokonce muzZe zapnout
a pouzivat. Potfebuje k tomu ale od vas napsat vhodny program.

a) (4 body) Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery bude spravo-
vat inventaf skladu. Na vstup algoritmu budou pfichézet informace o tom,
kolik kusti jakého druhu zbozi pfibylo nebo ubylo. Po kazdém nacteni nové
informace musi vas$ algoritmus vypsat dva udaje: celkovy pocet kusi zbozi
ve skladu a pocet riuznych druha zbozi ve skladu.

b) (6 bodi) Napiste jesté druhy algoritmus, ktery bude rovnéz spravo-
vat inventar skladu. Jeho vstup bude vypadat stejné jako vstup prvniho
algoritmu. Po kazdém nacteni nové informace musi tento algoritmus vypsat
dva tdaje: ndzev druhu zbozi, od kterého je momentalné ve skladu nejvétsi
pocet kusi, a tento pocet kusti. Pokud existuje vice takovych druht zbozi,
algoritmus vypiSe ten z nich, jehoz nazev je prvni v abecednim potradi.

Formadt vstupu: Na kazdém fadku vstupu je uvedeno nejprve jedno
nenulové celé ¢islo §; a za nim jeden Fetézec s; tvofeny nejvyse [ znaky
anglické abecedy. Tento fddek znamend, ze pocet kust zbozi s; ve skladu
se zménil o §;.

Pf#i ndvrhu algoritm® mizete predpokladat, ze | < 50, Ze pocet druhi
zbozi ve skladu nikdy nepiekroci 100 000 a zZe celkovy pocet kusi zbozi ve
skladu nikdy nepiekro¢i 10'8. Mtzete také predpokladat, ze nikdy nedo-
stanete pokyn, ktery by pocet kusi néjakého zbozi ve skladu zménil na
zaporny.

Priklad:

Vstup: Vystup pro podilohu a: Vystup pro podulohu b:

+3 koberec kust@: 3, typt: 1 koberec 3

+2 buldozer kus@: 5, typla: 2 koberec 3

+1 buldozer kust: 6, typli: 2 buldozer 3

+7 zebrik kus@: 13, typla: 3 zebrik 7

-3 buldozer kust: 10, typid: 2 zebrik 7

-5 zebrik kust: 5, typld: 2 koberec 3
Hodnocent

Kazda poduloha se hodnoti samostatné.

Ve svém feseni uvedte odhad, jak nejdéle (tj. v nejhorsim mozném pii-
padé) miize kazdému z vaSich programi trvat zpracovani n-tého pokynu.
(V tomto odhadu muzete pouzit proménnou ¢ pro aktudlni pocet druht
zbozi ve skladu, proménnou k pro aktualni pocet kust zbozi ve skladu
a proménnou ! pro maximélni délku ndzvu zbozi.) Tato ¢asova slozitost
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bude hlavnim kritériem hodnoceni. Snazte se tedy, aby vas program zpra-
coval co nejrychleji kazdy pokyn zadany na vstupu.

Pfipominame, Ze pokud pouzivate ve svém programu netrividlni algo-
ritmy nebo datové struktury (napf. rtizné soucasti STL v C++), potom vas
popis algoritmu musi obsahovat také dostateény popis jejich implemen-
tace, pfipadné popis implementace pribuzné datové struktury se stejnou
Casovou slozitosti operaci.

P-I-4 Zlomkové programy
V letosnim ro¢niku olympiady se budeme v kazdém soutéznim kole se-

tkévat se zlomkovymi programy. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim
této tlohy je popsano, jak zlomkové programy funguji.

Soutézni uloha.

a) (5 bodi) Na vstupu je éislo n tvaru 2*3Y5, pficemz x,y = 0. Napiste
zlomkovy program, ktery ho pfevede na cislo 5, jestlize z = y, resp. na
éislo 7, jestlize x # y.

b) (5 bodi) Na vstupu je ¢islo n tvaru 2%3, pfi¢emz x = 0. NapiSte
zlomkovy program, ktery ho pfevede na ¢islo tvaru 2¥, kde y = |z/2].

Interpret

Dfive nez svoje feSeni odevzdate, muzete si ho otestovat. Na webovych
strankdch olympiddy (http://mo.mff.cuni.cz/) najdete odkaz na interpret
zlomkovych programi.

Studijni text

Zlomkové programy slouzi k vypoc¢tu nékterych funkci na pfirozenych
¢islech. Zlomkovy program mé velmi jednoduchy zapis — je to konecna
posloupnost zlomki, tedy kladnych raciondlnich ¢isel (z1, ..., 2x).

Vypocet zlomkového programu probihd po jednotlivych krocich. Bé-
hem vypoctu si udrzujeme jediné celé cislo a, tzv. aktudlni hodnotu. Na
zacatku vypoctu se tato hodnota rovna hodnoté na vstupu. V kazdém
kroku vypoctu najdeme nejmensi i takové, ze a - z; je celé ¢islo, a zménime
aktualni hodnotu na a - z;. Pokud takové i neexistuje, vypocet konci.

Priklad 1:

Ukazeme si program, ktery pro vstup n = 2% (kde = = 0) dava vy-
stup 3Y, kde y = x mod 3.

Jednim takovym programem je posloupnost (1/8,9/4,3/2). Slovné si
popiseme pribéh vypocétu tohoto programu: Dokud to jde, zmensuj x o 3.
Kdyz uz to nejde, mame v a ¢islo 1, 2 nebo 4, a prevedeme ho tedy snadno
na 1, 3 nebo 9.
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Napiiklad pro n = 1024 = 20 se hodnota a bude ménit takto:

910 1,07 1, o4 1,9 3.3
(Cislo nad sipkou je poradovym &islem zlomku, kterym jsme a v daném
kroku nésobili.)

Pro pfesnost dodejme, Ze velmi zalezi na potadi jednotlivych zlomkii.
Naptiklad program (9/4,3/2,1/8) by z ¢isla 2* vyrobil ¢islo 3. Zlomek 1/8
by se pri vypoctech tohoto programu nikdy nepouzil.

Jiné vyhovujici programy jsou (1/8,3/2), (3/2,1/27) a (1/27,3/2).
Rozmyslete si, pro¢ kazdy z nich fesi spravné Priklad 1.

Priklad 2:

Co spo¢itd program (2/2) pro vstup n = 47 A co spo€itd pro vstup
n="7T7

Castou chybou je odpovédét, Ze pro vstup n = 4 se tento program
zacykli, ale pro vstup n = 7 se vypocet programu zastavi, nebot 7 neni
délitelné dvéma. Spravnou odpovédi ale je, ze v obou piipadech pobézi
vypocet programu do nekonecna. Zajimaji nas totiz jenom hodnoty zlom-
ki, nikoli jejich zdpis. Zlomek 2/2 pfedstavuje raciondlni ¢islo 1, takze
7-(2/2) =7-1 je celé &islo.

Abyste se ve svych feSenich takto nespletli, doporucujeme vam psat
v8echny zlomky v zdkladnim tvaru. Pro posloupnost zlomki zapsanych
v zékladnim tvaru plati, ze v kazdém kroku vypoctu hledame nejmensi ¢
takové, ze jmenovatel i-tého zlomku déli beze zbytku aktualni hodnotu.

Priklad 3:

Uk4Zeme si program, ktery pro vstup n = 2%*! (kde z = 0) dava
vystup 3% 12

Cislo zadané na vstupu je urcité sudé a neni délitelné zadnym prvoéis-
lem ridznym od 2. Pouzijeme prvodislo 11 jako pfiznak, Ze uz nejsme na
za¢atku vypoctu. V prvnim kroku tedy piepiseme ¢islo 22! na 2732 - 11.
Toho doséhneme zlomkem 32 - 11/2 = 99/2.

Jakmile se objevi v prvociselném rozkladu aktudlni hodnoty prvo-
¢islo 11, znamena to, ze prvni krok vypoCtu méame uUspéSné za sebou.
Mizeme tedy dale klidné ,ménit dvojky na trojky“. To mtuzeme zajistit
napiiklad posloupnosti zlomka 3-13/(2-11) a 11/13. VSimnéte si, Ze nestaci
pouzit jeden zlomek 33/22. Neni-li vam jasné pro¢, pfectéte si jesté jednou
Priklad 2.

Postupné se takto dostaneme k &islu 3712 - 11. V této situaci uz stac
jenom vydélit aktualni hodnotu ¢islem 11 a mizeme skoncit.

Musime dat pozor na to, abychom ve zlomkovém programu vyse po-
psané zlomky spravné sefadili: (39/22,11/13,1/11,99/2). V prvnim kroku
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vypoctu se jisté pouzije posledni zlomek. Od této chvile je aktualni hod-
nota délitelnd ¢islem 11 nebo 13. Stfidavé se proto pouzivaji prvni dva
zlomky, dokud se nedostaneme do situace a = 3**2 . 11. Pak uz se prvni
ani druhy zlomek pouzit neda. Pouzije se proto tfeti zlomek, ¢imz ziskdame
hodnotu a = 3°2 a vypocet zjevné skonéi.

Pozndmka. V zéapisu podobnych feSeni jako v prikladu 3 neni nutné
Citatele a jmenovatele zlomkt roznasobovat. Své feseni muzete uvést ve

tvaru
3-13 11 1 32.11
2-11713711° 2 '
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